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1. Zagadnienia do przestudiowania

Przed przystapieniem do realizacji ¢wiczenia nalezy zapoznac si¢ z nastepujacymi
zagadnieniami:

- Budowa i zasada dziatania wahadta torsyjnego, drgania torsyjne.

- Pojgcie momentu sity oraz momentu bezwladnosci.

- Teoria oscylatora harmonicznego niettumionego i thumionego.

- Teoria drgan wymuszonych.

Osoba wykonujaca ¢wiczenie powinna zna¢ i rozumie¢ nastgpujace pojecia: amplituda
drgan, okres drgan, czestos¢ kotowa drgan niettumionych, wspétczynnik thumienia, stata
tlumienia, dekrement logarytmiczny, czgsto$¢ rezonansowa.

Wszystkie potrzebne informacje z zakresu teorii oscylatora niettumionego, thumionego i
wymuszonego mozna znalez¢ w ksiazce [1]. Dodatkowe informacje zawarte sg w
nastepujacych materiatach: [2] oraz [3].

2. Wprowadzenie teoretyczne

Celem ¢wiczenia jest przeprowadzenie analizy drgan torsyjnych. Z tego powodu ponizen
omoOwiona zostanie teoria wahata torsyjnego.

Nietlumione i tltumione drgania torsyjne

W przypadku swobodnych (niettumionych) 1 ttumionych drgan torsyjnych, na wahadto
dziatajg nastepujace momenty sit: M; pochodzacy od spiralnej sprezyny oraz M, indukowany
przez ,,hamulec” pradow wirowych. Zapiszmy:

M, =-D°f oraz M, =-C ¢

gdzie symbol % oznacza kat obrotu, g.épre;dkoéé katowa (pierwsza pochodng kata obrotu po
czasie), D’ moment sity na jednostke kata, C wspotczynnik proporcjonalnosci zaleznosci
dostarczonego pradu i hamulca pradéw wirowych. Wypadkowy moment sity:

M = —D°—C ¢
prowadzi do nast¢pujacego rownania ruchu:

| §+C g+ D=0 (1)

gdzie symbol | oznacza moment bezwtadnosci wahadta, & przyspieszenie katowe (druga
pochodng kata obrotu po czasie). Nastepnie dzielac rownanie (1) stronami przez I oraz
korzystajac ze zmiennych:

_C D°
6= oy Oraz @ =--
otrzymamy:
P+ 20 P+ a)g¢=O 2

Wielkos$¢ & nazywamy stala thumienia, natomiast wielko$¢:
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znana jest jako czestos¢ drgan wlasnych wahadla niettumionego lub czestosé kotowa
drgan niettumionych. Jedno z mozliwych rozwigzan réwnania r6zniczkowego (2) ma
postac:

P(t) = e " cosak A3)

o=\l -5° (4)

gdzie:

Opierajac si¢ na funkcji (3) mozna w prosty sposéb wykaza¢, ze amplituda drgan
tlumionych %€ °" | po uptywie czasu t = 1/3 jest e razy mniejsza w stosunku do wartosci

poczatkowej @y. Poza tym z wyrazenia (3) wynika, ze stosunek dwoch kolejnych amplitud
jest staty:

¢n _ _ A0t
P (5)

Wielkos¢ K nazywamy wspolczynnikiem thumienia, a wielko$¢:

A:InK:§~T:Inﬂ (6)

n+1

znana jest jako logarytmiczny dekrement; symbol 7" oznacza okres drgan. Znajomo$¢
dekrementu ttumienia ma znaczenie m.in. w technice pomiarowej, np. przy doktadnym
wazeniu albo podczas mierzenia krotkotrwatych impulséw pradowych za pomocga czutego
galwanometru [1].

Zauwazmy, ze rOwnanie (4) posiada rozwigzania rzeczywiste wtedy gdy:

o} >6°
Dla wg=06, wahadto wraca w minimalnym czasie do pozycji rownowagi bez oscylacji
(przypadek aperiodyczny — nieokresowy). Z drugiej strony, dla ©y<6, wahadto wraca
asymptotycznie do pozycji rownowagi (petzanie).
Scisle biorac drgania thumione nie reprezentuja ruchu okresowego, bo nie ma petnej
powtarzalnos$ci. Przyjeto jednak uwazac je za drgania o czg¢sto$ci mniejszej niz czesto$¢ drgan

nietltumionych ®g 1 0 wyktadniczo malejacej amplitudzie.

Drgania wymuszone

Jesli wahadto dodatkowo pobudzane jest przez okresowy moment sity:
M, =M, Cosa,t | rownanie (2) nalezy uogdlnié w nastepujacy sposob:

;5+ 26 (;5+ w,¢=F,cosm,t (7)

M 0
I
warto$¢), jedno z mozliwych rozwigzan rdwnania rézniczkowego (7) przyjmuje postaé:

gdzie F = . W stanie stabilnym (stan w ktorym amplituda osiggneta juz ostateczng



#(t) = ¢, cos(w,t — ) (8)

gdzie:

e
@, 0,0,

FO
oraz %o =~ . Poza tym:
Wy
20
tana = —; Da 5
Wy — W,
i odpowiednio:
a= arctan&
o — o (10)

Analizujac réwnanie (9) otrzymujemy nastgpujace informacje:
1. Zwigkszanie Fo powoduje zwigkszanie @,
2. Dla ustalonej warto$ci Fo, otrzymujemy:

¢_)¢max dla @, = 0y

3. Zwigkszenie 6, powoduje zmniejszenie @,.
4. Dla 6=0, otrzymamy:

¢ = jesli m=wq
Podsumowujac powyzsze uwagi dochodzimy do bardzo istotnego wyniku: amplituda

drgan wymuszonych zalezy od ich czestotliwosci. Czestos¢ przy ktorej amplituda osigga
najwigksza wartos¢ nazywamy czestoscig rezonansowa ;. Mozna ja obliczy¢ na podstawie

WzOru:
@, =] —25° (11)

Uwaga dla zainteresowanych: Stan nicustalony wahadta wymuszonego jest szczegbétowo
opisany w pracy [1].

Przebieg éwiczenia

Uwaga: Mozliwe sa dwie wersje ¢wiczenia: niepelna (analiza drgan swobodnych)
oraz pelna (drgania swobodne + drgania wymuszone).

Przygotowanie doswiadczenia

Uktad pomiarowy sktada si¢ z nastepujacych elementow:
Wahadto torsyjne Pohla, Zasilacz uniwersalny, Mostek prostowniczy (30 V AC/ 1 DC),



Stoper cyfrowy (1/100 sekundy), Multimetr cyfrowy,

Przewod potaczeniowy (1 =250 mm, zo6tty),

Przewod potaczeniowy (1 =750 mm, czerwony),

Przewod potaczeniowy (1 = 750 mm, niebieski),

Jednostka podstawowa Cobra3, Zasilacz (12 V), Przewdd danych (RS 232),
Oprogramowanie Cobra3 Ruch postepowy/obrotowy,

Czujnik ruchu z przewodem,

Ztacze (BNC para wtyczki 4 mm), Ztacze (BNC wtyczka, 4 mm),
Ni¢ jedwabna (I = 200 m), Odwaznik (1 g),

Statyw trojnozny — PASS,

Pret podpierajacy —PASS (I = 400 mm),

Pret podpierajacy —PASS (I = 250 mm),

Zacisk katowy —PASS,

PC, Windows ® 95 lub nowszy.

Rzeczywisty widok ukladu zostal zaprezentowany na rysunku 3a.

Rys.3a. Widok uktadu pomiarowego stuzacego do badania swobodnych i wymuszonych drgan
torsyjnych.

Doswiadczenie nalezy przygotowaé zgodnie z rysunkami 3a i 3b, gdzie na rysunku 3b
zaprezentowano prawidlowy schemat potaczen elektrycznych. Wyjscie napiecia stalego U
zasilacza jest podiaczone do dwoéch goérnych gniazd silnika. Hamulec pradu wirowego
roOwniez potrzebuje napigcia statego. Dlatego miedzy gniazdem wyjsciowym napigcia
przemiennego zasilacza 1 wejsciem hamulca pradu wirowego wiaczamy prostownik.
Natezenie pradu stalego hamulca wskazywane jest za pomocg amperomierza. Nast¢pnie
nalezy elektrycznie potaczy¢ czujnik ruchu do urzadzenia Cobra3 zgodnie z rysunkiem 3c.
Aby uzyska¢ potaczenie miedzy czujnikiem ruchu i wahadlem wykonujemy nastepujace
czynno$ci: Umieszczamy czujnik na koncu stotu tak, aby uzyta nitka mogla swobodnie tatwo
oscylowa¢. Nalezy wzig¢ okoto 100 cm nitki (zaleznie od odleglosci migdzy wahadtem i
czujnikiem), nastgpnie umie$¢ ja w rowku miedzianego wahadta i opusci¢ wahadto, a jego
koniec zamocowac tasma klejaca.



Uwaga: Wezel na koncu nitki pomaga w mocowaniu nitki za pomocg tasmy klejacej. Nalezy
upewnic si¢, ze tasma styka si¢ z miedzianym dyskiem. Wez drugi koniec nitki i umie$¢ go
miedzy dwoma duzymi wyztobieniami na czujniku ruchu. Zawin go jeden raz dookota
bruzdy. Uzyj spinacza lub odwaznika i powie§ go na koncu nitki, aby ja naciaggnaé. Teraz
nitka biegnie réwnolegle wyznaczajgc pion wahadta.
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Rys.3b. Schemat potaczen elektrycznych w doswiadczeniu.
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Rys.3c. Podtaczenie czujnika ruchu do urzadzenia Cobra3.

Drgania swobodne — przypadek bez tlumienia

Nalezy wyznaczy¢ okres drgan i czestos¢ drgan wilasnych dla przypadku oscylacji
nietltumionych.

Do wyznaczenia czestosci drgan wlasnych mp wahadta torsyjnego bez thumienia
(1s=0), mierzymy wielokrotnie czas kilku drgan i wyznaczamy warto$ci $rednie okresu Tg
Nalezy ustawi¢ parametry pomiaru zgodnie z rysunkiem 3d.
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Rys.3d. Wymagane parametry pomiarowe.

Jako $rednice przedniej osi czujnika ruchu wybierz 12 mm. Srednicg osi wewnetrznej w menu
"Ruch obrotowy" jest podwojona odleglo$¢ od punktu osi wahadta do punktu przymocowania
jedwabnej nici, ktora biegnie do sensora ruchu, tzn. tu okoto 180 mm.

Wybierz przycisk "Dalej", aby uzyska¢ okienko pomiarow. Widzimy tutaj rzeczywista
warto$¢ pomiaréw czujnika ruchu. Wpraw w ruch wahadto (amplituda oscylacji wigksza niz
15 na skali) i kliknij na przycisk " Rozpocznij pomiar". Po okoto 5 do 10 oscylacjach kliknij
na przycisk "Zakoncz pomiar". Na rysunku 3e zaprezentowano przyktadowa posta¢ krzywej
drgan bez thumienia.

Istniejg rozne mozliwo$ci wyznaczenia okresu drgan i czestos$ci wlasnej w przypadku
braku thumienia. Mozna wyznaczy¢ okres drgan za pomoca linii kursora, ktore moga by¢
swobodnie przemieszczane na sgsiednie maksima lub minima krzywej oscylacji.

W naszym przypadku wystarczy zapisa¢ jeden pomiar z co najmniej siedmioma maksimami.

Alternatywnie uzyj polecenia "Analiza krzywych" w menu analiza pomiaru, polecenie
to wyznacza ekstrema wybranej krzywej. Mozesz tez uzy¢ polecenia "Analiza Fouriera" ,
ktére bezposrednio pokazuje okres drgan.



M Unnamed measurement (Unsaved) 3

phi

Rys.3e. Widok krzywej drgah bez ttumienia.
Uwaga
Na poczatku, musimy si¢ upewni¢, ze wskazowka wahadta w spoczynku zbiega si¢ z
zerem na skali. Mozemy to osiagna¢ poprzez obracanie mimosrodowego dysku silnika.
Sprobuj ostroznie obraca¢ wahadlo i wypus¢ je szybko bez pocierania o rgke. Dzigki temu
unikniesz zaburzenia nici, powodujacego tlumienie, ktére moze prowadzi¢ do bledow
pomiarowych. Dla amplitud wigkszych od 13 na skali ni¢ jest dobrze naciagnicta.

Jezeli ustawimy wigkszg wartosci niz (50 ms) w "Dokonaj pomiaru” wszystk(50) ms"
(Rys. 3d) moga pojawi¢ si¢ szumy lub niejednolite pomiary. W tym przypadku wybierz

wlasciwe probkowanie.

Drgania swobodne — przypadek z thumieniem

Nalezy wyznaczy¢: okres drgan, wspdtczynnik thumienia, dekrement logarytmiczny,
stala thumienia oraz czesto$¢ drgan dla réznych wartosci tlumienia oscylacji. Nastepnie
wykresli¢ jednokierunkowe maksimum amplitudy w funkcji czasu.

Uwaga: Student powinien uswiadomi¢ sobie przypadki aperiodyczne (nicokresowe)
1 tzw. pelzajace.

W tym przypadku, znajdziemy czgstotliwos¢é drgan wiasnych dla oscylacji z
thumieniem. Przygotuj przyrzady tak jak opisano poprzednio i wykonaj doswiadczenie.
Nastepnie uzyj hamulca wykorzystujacego prad wirowy o réznym natgzeniu (kontrolowanym
przez amperomierz).

Tabela warto$ci natgzenia pradu dla hamulca wykorzystujacego prady wirowe:

IB~0,16 A(U_=2V)
IB~0,34A(U_=4V)
IB~0,52A (U_=6V)
IB~0,70A(U_=8V)
IB~0,88A(U_=12V)

Na rysunku 3f pokazano krzywa dla przypadku z thumieniem z 1B ~0,25 A.
Aby zbada¢ przypadek aperiodyczny (nieokresowy) (IB ~ 1,5 A) i pelzajacy (IB ~ 1,7 A),
hamulec wykorzystujacy prady wirowe nalezy na krétko potaczy¢ bezposrednio do gniazda
pradu statego U_ zasilacza.



M Unnamed measurement (Unsaved)

Rys.3f. Widok krzywej drgan z thumieniem.

Okresy drgan wyznaczamy na tak jak opisano powyzej. Aby oceni¢ charakterystyczne
wartos$ci drgan thumionych, nalezy wyznaczy¢ wielkos¢ kolejnych amplitud po tej samej
stronie osi poziomej (tzn. albo minima albo maksima). Dlatego ponownie uzyj linii kursora
lub wybrang funkcje analizy krzywej z menu analizy. Mozesz obliczy¢ ekstrema krzywej i
uzy¢ ich bezposrednio dla wyznaczania wspolczynnika tlumienia - patrz rowniez rysunek 3g.

M Unnamed measurement (Unsaved) l ;.IQ!Z]
phi
o
e | [ ——
Elihene minimum 1,450 31,424
S aiehito maximum 2,300 129,487
¥ extrema minimum 13,200 -28,360
I xintercepts maximum 4,050 124,512
minimum 14,950 -22,065
~Tolerance——— |maximum 5,850 119,961
minimum 6,700 -17,972
I::w e hlgf: maximum 17,550 115,108
minimum 8,450 -13,352
maximum 9,350 11,427
t
™ Visualize results T -

Rys.3g. Okienko analizy parametrow krzywej.

Drgania wymuszone




Wyznaczamy krzywe rezonansu i przedstawiamy je graficznie. Wyznaczamy czgstosci
rezonansowe. Obserwujemy przesunigcie fazowe migdzy wahadtem torsyjnym
1 stymulowanym zewnetrznym momentem sity dla matej wartosci ttumienia, zaktadajac, ze
w jednym przypadku czg¢stotliwos¢ wymuszona jest duzo mniejsza od czgstotliwosci
rezonansowej, a w drugim przypadku duzo od niej wigksza.

Aby pobudzi¢ wahadlo torsyjne, drazek potgczeniowy silnika jest przypiety do
trzeciego otworu zrédla stymulacji. Napigcie state U zasilacza musi by¢ ustawione na
maksimum. Wymuszang cz¢sto$¢ silnika o, mozna wyznaczy¢ za pomocg stopera liczac ilo$¢
drgan . W naszym przypadku zmierz czas dziesi¢ciu obrotow silniczka a nastepnie postuz si¢

2
wzorem @, T Za At przyjmij wartos¢ doktadnos$ci stopera. Amplitudy wymuszonych

drgan sa rejestrowane w taki sposob, jak amplitudy drgan swobodnych. Pomiar
rozpoczynamy od matych czestotliwosci.

Wartos¢ m, zwigkszamy przy pomocy ustawien — zgrubnego potencjometru silnika. W
poblizu maksimum amplitudy w przypadku rezonansu, ®; mozna zmienia¢ W sposob
doktadny przy uzyciu potencjometru "doktadnego" . W kazdym przypadku, nalezy bra¢ pod
uwage jedynie wartosci, przy ktorych amplituda wahadta zostanie ustabilizowana. Im wigksze
sg wartos$ci thumienia tym szybciej osiggamy ten stan. Rysunek 3h przedstawia zarejestrowang
krzywa w poblizu czgstosci rezonansu dla niewielkich wartosci thumienia (1B ~0,16).

W przypadku braku thtumienia lub dla tylko bardzo matych warto$ci thumienia, w, musi
zosta¢ wybrana w taki sposob, aby ruch wahadta nie przekraczatl granicy skali (katastrofa
rezonansowa). Dlatego, w poblizu rezonansu pomiar musimy przerwaé, zanim
zostang osiagni¢te maksymalne warto$ci amplitudy. Zauwazmy, ze maksymalne warto$ci
amplitudy, mozemy wyznaczy¢ za pomoca linii kursora lub za pomocg analizy krzywe;j.
Czesto$ci rezonansu mozemy wyznaczy¢ za pomocg analizy Fouriera.

M Unnamed measurement {(Unsaved) . I =10/ x|

oh

Rys.3h. Widok krzywej drgan wymuszonych dla niewielkiego ttumienia.

Uwagi koncowe:



- Aby unikna¢ wigkszego wptywu na wahadlo, odwaznik wiszacy na obrotowej osi czujnika
ruchu nie powinien by¢ wigkszy, niz 2 g.
- Dla ekstremalnie matych okresow drgan, mogg pojawi¢ si¢ szumy lub przeklamania
sygnatu. Mozemy je zmniejszy¢, jezeli zmienimy szybko$§¢ probkowania. W kazdym razie, po
zakonczeniu pomiarow, mozemy usung¢ z sygnalu pomiarowego blednie zarejestrowane

przedzialy.

- Sierpoksztaltne znieksztatcenia drgan sg spowodowane poslizgiem nici na wyztobieniu
czujnika ruchu. Nie pojawig si¢ one, gdy zawiniemy ni¢ jeden raz wokot bruzdy.

- Poniewaz rejestrowanie ruchu nie moze by¢ wykonane bez bezposredniego kontaktu,
zawsze wystepuja niewielkie wartosci thumienia mierzonych drgan, jednak réznica miedzy -
drganiami prawie bez ttumienia a drganiami thumionymi przez prady wirowe

jest bardzo widoczna.

3. Tabela(e) pomiarowa(e)

Drgania swobodne — przypadek bez thumienia

Numer porzadkowy

Czas wystapienia i-tego
maksimum [s]

N[OOI~ WIN|E-

Drgania swobodne — przypadek z ttumieniem

Dla kolejnych wartos$ci natezenia pradu hamulca wykorzystujacego prady wirowe:

IB~0,16 A(U_=2V)
IB~0,34A(U_=4V)
IB~052A(U_=6V)
IB~0,70A(U_=8V)
IB~0,88A(U_=12V)

uzupetnij tabele (w sumie tabelek musi by¢ pigé):

Numer porzadkowy

Czas wystapienia i-tego
maksimum [s]

Wartos¢ i-tego maksimum

[l

N[OOI~ WIN|E-

Drgania wymuszone




Dla kolejnych wartosci nat¢zenia pragdu hamulca wykorzystujacego prady wirowe:

IB~0,16 A(U_=2V)
IB~0,34A(U_=4V)
IB~052A(U_=6V)
IB~0,70A (U_=8V)
IB~0,88A(U_=12V)

uzupelnij tabele (w sumie tabelek musi by¢ pigc):

Numer porzadkowy

Warto$é¢ o, [s™]

Wartos¢ ustabilizowanej
amplitudy [°]

ONO|OIDWIN -
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4. Opracowanie wynikow

Uwaga:

Pomocne informacje dotyczace opracowania ¢wiczenia czytelnik moze znalez¢

w publikacji [6] i [7].

Drgania swobodne — przypadek bez tlumienia

a) Obliczy¢ szesciokrotnie okres drgan na podstawie wyznaczonych wartosci czasu
wystapienia i-tego maksimum. Warto$¢ okresu rdwna si¢ roznicy pomiedzy i+1 a i-tym

czasem wystgpienia maksimum.

Drgania swobodne — przypadek z tltumieniem

a) Dla pieciu warto$ci natezenia pradu wirowego obliczy¢ szesciokrotnie okres drgan na
podstawie wyznaczonych wartosci czasu wystapienia i-tego maksimum.

b) Na podstawie wzoru (5) obliczy¢ dla pigciu wartosci natezenia prgdu wirowego po szesé¢
warto$ci wspotczynnika ttumienia K




5. Rachunek bledu i dyskusja wynikow

Drgania swobodne — przypadek bez thumienia

a) Obliczy¢ wartos¢ srednig okresu drgan Ty na podstawie 6 uzyskanych wczesniej
wynikow. Za AT przyjmij maksymalng odchytke pojedynczego pomiaru od wartosci sredniej:
AT = sup[T; —T,,

i=1,..,6

b) Obliczy¢ czesto$¢ drgan wlasnych o wahadla torsyjnego bez ttumienia na podstawie

2w
wzoru @o ==, gdzie T jest warto$cig okresu drgan; za T przyjac¢ Tg. Obliczy¢ warto$¢ Awmg

przy uzyciu metody rézniczki zupeinej [6], [7].

Drgania swobodne — przypadek z thumieniem

a) Obliczy¢ wartos¢ srednig okresu drgan Ty na podstawie 6 uzyskanych wczesniej wynikow
(dla kazdej wartosci pradu wirowego). Za AT przyjmij maksymalng odchytke pojedynczego
pomiaru od wartosci $rednie;.

b) Obliczy¢ warto$¢ srednig wspotezynnika thumienia K na podstawie 6 uzyskanych
wczesniej wynikow dla kazdej warto$ci pradu wirowego. Za AK przyjmij maksymalng
odchytke pojedynczego pomiaru od wartosci $redniej.

¢) Korzystajac z wzoru (6) obliczy¢ warto$¢ logarytmicznego dekrementu A oraz warto$¢
stalej thumienia 8. Warto$¢ AA oraz A oszacuj przy uzyciu metody rozniczki zupetne;j.

d) Na podstawie wzoru (4) obliczy¢ czgstos¢ drgan. Odpowiedni btad oszacuj przy uzyciu
metody roézniczki zupelnej.

e) Dla kazdej wartosci pradu wirowego wykresli¢ jednokierunkowe maksimum amplitudy w
funkcji czasu (patrz przyktad zaprezentowany na rysunku 6a).

¥/8cd

x1:=024A ; 1/2=167s
e1:-038A ;15 = 62s
10 01=055A ; 1/3= 32s
+ X:O,QOA B 17/3= 11s

U8 ——u—

Rys.6a. Maksima warto$ci jednokierunkowych amplitud, jako funkcja czasu dla r6znych wartosci
thumienia.

Drgania wymuszone

a) Oszacuj A, za pomocg metody roézniczki zupelnej. Na podstawie odpowiednich tabeli
wykre$l krzywe rezonansu (zalezno$¢ ustabilizowanej amplitudy od o, ); patrz rowniez
rysunek pomocniczy 6b. Nastepnie dla kazdego przypadku w sposob graficzny oszacuj



warto$¢ czestosci rezonansowej. Uzyskang warto$¢ pordwnaj z warto$cig obliczong na
podstawie wzoru (11).

o
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Rys.6b. Krzywe rezonansu dla roznych wartosci ttumienia.

b) Miedzy wahadlem torsyjnym i1 stymulowanym zewn¢trznym momentem sity wystepuje
przesunigcie fazowe. Na podstawie obliczonej wartosci czestosci rezonansowej i wzoru (10)
oblicz réznic¢ faz w rezonansie (dla kazdej rozpatrywanej warto$ci pradu wirowego). Oszacuj
doktadnos$¢ wyniku przy uzyciu metody rézniczki zupetne;.
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