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l. Zagadnienia do przestudiowania

a) Sita wypadkowa i moment sit.

b) Zasady dynamiki Newtona dla ruchu pgsiwego i obrotowego.

¢) Ruch harmoniczny prosty.

d) Wahadto fizyczne i wahadto matematyczne.

e) Moment bezwitadngei bryt i twierdzenie Steinera.

f) Moment kierujcy i dlugas¢ zredukowana wahadta fizycznego.

g) Wyznaczaniesrodka masy i momentu bezwladeo ukladow ziaonych z bryt o ksztaltach
regularnych

.  Wprowadzenie teoretyczne

Za wahadto fizyczne nmma uwaaé brylke sztywry dowolnego ksztattu (np. jak na Rys. la),
zawieszon powyzej srodka masy, ktoéra nie wykonyw#& drgania okresowe wokot poziome) 0si
przechodzce] przez punkt zaczepienia. Wahadiem matematyczegmabstrakcyjny ukiad skiaday
sie z punktowej masy zawieszonej na nieraglwe] nici. Przyblieniem fizycznym wahadta
matematycznego jest zazwyczaj kulka o masjeawieszona na nici o diugo | (Rys. 1b). Wahadta
matematyczne i fizyczne, w najprostszym przypadkykonuja ruch drgajcy pod dziataniem sity
cigzkosci. W zakresie matych amplitud ruch ten zady¢ przyblizony do ruchu harmonicznego prostego.
Ruchem harmonicznym nazywamy taki ruch okresowktdvym wartg¢ sity F, powodupcej ten ruch,
jest wprost proporcjonalna do wychylenia z peloia rownowagi, zgodnie z zatescia:

F = -kik (1)

gdzie x jest wychyleniem w przypadku ruchu wzdtasi X uktadu wspotrzdnych osrodku w punkcie
rownowagi, tzn. w punkcie, w ktérym sila= 0, k jest wspotczynnikiem proporcjonalée zaleznym od
rodzaju sity powodujcej drgania. Znak minus uwzglnia fakt, ze sita jest zwrécona przeciwnie do
kierunku wychylenia.

a) b)

ANAMVANMAN A VAN
s

Rys. 1. Modele wahadta: a) fizycznego, b) matematygo

Okres drga wahadta fizycznego dla matych amplitud, odpowiacggh przyblzeniu ruchu
harmonicznego z zadowadaj doktadndcia, wyraza st wzorem:



T=2m1 /I— = 275\/I (2)
mgd D

gdzie: |- jest momentem bezwtadnbwzgledem osi przechodgzej przez punkt zaczepienia,

m — jest masg wahadta,

g — przyspieszeniem ziemskim,

d — odlegtdcia srodka masy wahadta od osi obrotu.

Parametr D angdjest nazywany momentem kiegaym wahadta.

2
Jednostk momentu kierujcego wahadta jesii;@%ln :
S

Moment bezwtadngai punktu materialnego o masig obracajcego st wokot osi oddalonej od punktu o
r definiujemy jako;

| =m O (3)

Jezeli bryle sztywry potraktowa jako zbidrn elementéw o masaah, z ktérych kady jest odlegty od
osi obrotu aj, to w pierwszym przyhteniu mana zapis@wzor na moment bezwiadém bryty jako:

! =imi 0 (4)

Doktadniejsze okrdenie momentu bezwladba, przy zmniejszaniu elementoms do punktow i
przegciu do chgtego rozktadu masy oraz wynikaggo sid n - o, wymaga znajomiei rachunku
catkowego i kdzie omawiane na kursowych wyktadach z fizykigtygh w programie studiow. Dla
momentow bryt o ksztaltach regularnych istaigdpowiednie wzory, wyprowadzone przyyuaiu
rachunku catkowego. Przykladowo, moment bezwiadnevalca pelnego o masien i promieniu
podstawyr, wzglkdem osi obrotu pokrywagej sk z osi walca, jest okrdony jako:

= %mrz (5)

Jeili walec ten ma diuga@ |, to jego moment bezwladém wzgledem osi prostopadiej do osi walca i
przechodzcej przezrodek masy jest réowny:

1

lp = —mP 6

T (6)
Jezeli znamy moment bezwiadém bryly o masiem wzgledem osi przechodeej przezsrodek masy,
oznaczony jakoli chcemy wyznaczy moment bezwiadrioi tej bryly wzgkdem innej osi obrotu,
rownolegtej do osi przechogzej przezsrodek masy, to memy skorzysta z twierdzenia Steinera o
postaci:

Iy =1, + mi, (7)

gdzieb jest odlegtécia migdzy osiami obrotu.
Jednostlk momentu bezwtadrioi jest —kg.

Przy wyznaczaniu momentu bezwitadcio lub momentu kieracego wahadta fizycznego
pomocna jest umiejnosé wyznaczaniasrodka masy bryt.Srodek masy ciata to punkt, w ktorym
przytozone sity zewntrzne powoduj jego ruch taki jak gdyby byta w nim skupiona catasa ciata. W
przypadku ruchu obrotowego wyptije pogcie srodka cezkosci ciata. Jest to punkt, waglem ktérego
suma momentow sit ¢tkosci dziatapcych na ciato jest rowna zeru. Dla cial, dla ktdrgike ciezkosci
mozna uzné& za niezmienp w catej obgtosci, potazenie srodka cezkosci pokrywa s¢ ze srodkiem
masy. W praktyce aywamy tych pag¢ najczsciej zamiennie, a roz#diac je naley przy analizie
oddziatywa grawitacyjnych bardzo dych ciat, np. w przypadku ruchu Ksyca w polu grawitacyjnym
Ziemi. Jeeli przezrs oznaczymy wektor pof@nia srodka masy wzgdem pocatku kartezjaskiego
uktadu wspétrzdnych, to dla bryt sktadagych s ze zbiorun mas elementarnych:

3



ry =12 (8)

gdzie: r; jest wektorem poteenia
i-tej masy elementarnej
m wzgledem pocatku uktadu wspétrgdnych.

W przypadku pojedynczych, jednorodnych bryt o kéatdh regularnychsrodek masy pokrywa
sie ze srodkiem geometrycznym. eli uktad sktada siz n bryt regularnych, to poleeniesrodka masy
takiego ukladu mze by wyznaczone w oparciu o wzér (8) przy zadoiu, ze my oznacza masy
poszczegolnych bryt, a potazeniasrodkow ich mas wzgblem pocztku uktadu odniesienia.

Moment bezwtadnixi uktadu ciat sktadagego s¢ z bryt o ksztattach regularnych wzdem osi obrotu
jest rowny sumie momentéw bezwitadoioposzczegdlnych bryt wzgllem danej osi obrotu.
Okres drga wahadta matematycznego, wykogeggo ruch w polu grawitacyjnym, wyta St wzorem:

T= ZH\/I (9)
g

Wzory (2) i (8) wyprowadza siw oparciu o rozkiad sity grawitacji, przytonej wsrodku masy, na dwie
wzajemnie prostopadie sktadowe (Rys.1l), z ktoryeting, E = mgsina, powoduje ruch drgagy
wahadta. Wykorzystyg te sile w drugiej zasadzie dynamiki dla ruchu obrotowegosujc przyblizenie
sina Ca, zadowalajce dla matych &6w a oraz réwnanie (1), memy otrzyma wzory na okresy drga
wahadta fizycznego i matematycznego. Do przeproemidz odpowiednich dziatamatematycznych
wymagana jest jednak znajoségodstaw rachunku #diczkowego, std tez zagadnienie to zostato tutaj
przedstawione w sposob opisowy, dla poélera, ze wzory te wywodz sie z podstawowych praw
fizyki, do jakich nalea zasady dynamiki Newtona.

Dla kazdego wahadta fizycznego rmemy dobré wahadto matematyczne o takiej dhigo aby ich
okresy waha byly sobie rowne. Diugmia zredukowan wahadta fizycznego nazywamy dtéggaka ma
wahadto matematyczne o tym samym okresie waloadane wahadto fizyczne. Diugozredukowaan |,
obliczamy poréwnujc ze soh prawe strony rowna(2) i (8), w wyniku czego otrzymamy:

I I
L=~ = 10
D = md (10)
Celem danega@wiczenia jest porownanie zalgosci okresu drga od odlegidci srodka masy od osi
obrotu w przypadku wahadta fizycznego przedstawgonea Rys. la z zaleoscia okresu drga od
diugcsci wahadta matematycznego.

lll. Przebieg éwiczenia

Zdja¢ obchznik B z wahadta fizycznego.

Wykona 3 pomiary czasu 10 drj@damego pita A.

Zatozy¢ obcihznik B na pet A i zamocowda w miejscu odpowiadagym odlegtdci srodka masy
obciaznika od osi obrotx = 0.05 m..

Wykona 3 pomiary czasu 10 drfja

Powtorzy czynndci z punktu 4 dla pozostatych odlegio x podanych w Tabeli 1.

Wykon& po 3 pomiary czasu 10 digdla wahadta matematycznego o dimjach z Tabeli 2.
Wyniki zapis& w tabelach pomiaréw.
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Tabela 1.Wyniki dla wahadta fizycznego

V. Tabele pomiaréw

Odlegtas¢ x : . e
L obcigznika B od Czas 10 drga Srztrjnelﬁo_llfres %ilsggc g;rggﬁu
- osi obrotu [s] g[s] y n
[m]
1.
1. bez obeciznika | 2.
3.
1.
2. 0.05 2.
3.
1.
3. 0.10 2.
3
1.
4. 0.20 2.
3
1.
5. 0.30 2.
3
1.
6. 0.40 2.
3
1.
7. 0.60 2.
3
1.
8. 0.75 2.
3
1.
9. 0.90 2.
3
1.
10. 1.00 2.
3




Tabela 2.Wyniki dla wahadta matematycznego

L Dtugose | wahadta Czas 10 drga Sredni okres drga T
P [m] : [s] ]
1. 0.10 2.

3.
1.
2. 0.20 2.
3
1.
3. 0.30 2.
3
1.
4. 0.40 2.
3
1.
5. 0.60 2.
3
1.
6. 0.70 2.
3
1.
7. 0.75 2.
3
1.
8. 0.80 2.
3
1.
9. 0.90 2.
3
1.
10. 1.00 2.
3.

V. Opracowanie wynikéw pomiarow

1.

Do obliczéx przyja¢ nasgpujace dane: masa ¢gga m, = 0.500 kg, dtug& preta |, = 1.17 m,
odlegia¢ srodka masy mita od osi obrotud = 0.52 m, masa obginika m, =0.409 kg,

przyspieszenie ziemskge= 9.81?2.

Wyliczy¢ teoretycza wartas¢ okresu drga wahadta fizycznego bez ohegnika w oparciu o
wzory (2), (6) i (7), zakladag, ze prkt jest jednorodny i ma ksztalt walca na catej dkego
Porowna okres obliczony ze zmierzonym.

Wyliczy¢ teoretyczne wartei okresu drgawahadta matematycznego w oparciu o wzor (9) dla
| =1.00 m i =0.10 m i poréwnaje z wartgciami zmierzonymi.

Obliczy¢ srednie okresy drgadla wahadta fizycznego i matematycznego wg. Tabelrabeli 2.
Wyznaczy potozeniad srodka masy w oparciu o wzoér (8) dla odlggiox obciaznika od osi
obrotu podanych w Tabeli 1.

Sporadzi¢ na jednym uktadzie wspékgdnych wykresy T #(x), T =f(d) dla wahadta fizycznego
I T =1(I) dla wahadta matematycznego.

Z przececia wykresow T =f(x) i T =f(l) wyznaczy wartas¢ x = |, odpowiadajca dtugasci
wahadta matematycznego o okresjgdwnym okresowi wahadta fizycznego.

Z wykresu T =f(d) dla wahadta fizycznego odczytavartas¢ d, odpowiadajca okresowi T.oraz
wartas¢ dn, dla ktérego okres drgdl,, oshga warté¢ minimalra.



9. W oparciu o wzér (10) oblicdy moment bezwiadrigi |, charakterystyczny dlatugasci
zredukowanej danego wahadta fizycznego o geomadipowiadajcej zalenosci X = |, oraz
moment }, odpowiadajcy minimalnej wartéci okresu drga T,,, z przeksztatcenia wzoru (2).

VI. Rachunek bgdow

1. Obliczy¢ bledy pomiaru okresu drgaAT dla kadego z poteen obcihznika wahadta fizycznego i
dla kadej z diugdci wahadta matematycznego poprzez wyliczesnexiniej wartéci Ty z 3
pomiarow i przygcie za AT maksymala odchytke pojedynczego pomiaru od wasto sredniej:

AT = supT; - Ty
i=1,2,3
2. Nanies¢ biedy na wykresy T =), T =f() i T = f(d) przyjmupc
Ax=Al =Ad = +10° m.
3. Obliczy¢ biad bezwzgédny momentu bezwtaddoi Al, w oparciu o wzor:

Al, = | d, TJAm + | mO,jAd, + | LAl

gdzieAm = +10° kg, Ad, = Al, = +10° m.
4. Obliczy¢ btad bezwzgtdny momentu bezwtads§o Al,, w oparciu o wzér:

_ 1

Al
" 4P

(I2TIgdnAT+ | T2 g dAm +| T2 mgAdy)

gdzieAd, = +10° m, AT jestsredni z wartdci wyliczonych w punkcie 1 dla wahadta fizycznego.
a. Obliczy¢ bledy wzgkdne

BZ:%EILOO% [ 5m:%m00%

VII. Dyskusja bgdow i wynikow

1. Przedyskutow@& mazliwe przyczyny ranic pomkedzy teoretycznymi i diwiadczalnymi
wartasciami okresow drga

2. Przedyskutow@& przebieg zatenosci T = f(d) dla wahadta fizycznego i T #l) dla wahadta
matematycznego.
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